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요 약

양자 알고리즘은 양자 컴퓨터가 주어진 문제를 해결하기 위해 사용하는 절차이며 다양한 알고리즘이 제안되어왔다. 양자 알고리즘 중
Harrow-Hassidim-Lloyd (HHL) 알고리즘은 행렬 와 벡터 가 주어졌을 때 선형 방정식  의 답을 찾는 알고리즘이다. HHL 알고리즘은
행렬 가에르미트 행렬일때를가정하며, 비-에르미트 행렬의경우에는차원을확장하고 새로운선형방정식을만들면서 문제를해결한다. 본 논문에
서는비-에르미트행렬일때 HHL 알고리즘의동작과정을설명하고, 새로운선형방정식의특징을이용하여계산복잡도를줄이기위는방법을제안한
다.

Ⅰ. 서 론

양자 컴퓨터 (quantum computer)는 기존의 컴퓨터가 계산하는 데 많은

시간이 걸리는 문제를 양자의 중첩을 이용하여 지수적인 속도 향상을 하

면서 해결할 수있다. 양자 알고리즘 (quantum algorithm)은 양자 컴퓨터

가 주어진 문제를 해결하기 위해 사용하는 절차이며 다양한 알고리즘 [1]

이 제안되어왔다. 행렬의고유값 (eigenvalue)을 추출하는 양자위상추정

(quantum phase estimation, QPE), 기존의 컴퓨터에서 수행하는 푸리에

변환 (Fourier transform)을 큐비트에서 수행하는 양자 푸리에 변환과 같

은 기본적인 알고리즘을 바탕으로 주어진 문제의 답의 개수를 세는 양자

카운팅알고리즘 (quantum counting algorithm, QCA), 답의 리스트를찾

는 Grover 알고리즘, 소인수 분해를 위한 Shor 알고리즘 등이 존재한다.

최근에는 양자 컴퓨터를이용하여 기계학습 (machine learning)을 수행하

기 위하여 양자 특이값 분해 (quantum singular value decomposition,

QSVD) 알고리즘이나 선형 방정식  의 해를 구하는 양자 역행렬
(quantum matrix inversion) 알고리즘 [2]이 주목받고 있다.

양자 역행렬알고리즘은 Harrow-Hassidim-Lloyd (HHL) 알고리즘으로

알려졌으며 행렬 가 허미시안 행렬일 때 스펙트럼 분해 (spectral

decomposition)를 이용한다. 행렬 가 비-허미시안 행렬일 때는 차원을
확장하여 새로운 허미시안행렬  를 만든 후에 스펙트럼분해를이용하
여 선형 방정식의 해를 구한다. 본 논문에서는 비-허미시안 행렬일 때

HHL 알고리즘의동작과정에대하여설명한다. 또한, 새롭게만들어진선

형 방정식의 특징을 이용하여 모든 큐비트를 측정하는 기존의 방식에서

불필요한큐비트의 측정을줄이는방식으로계산 복잡도를줄이는방법을

제안한다.

본 논문은 총 5장으로 구성된다. 2장에서는 HHL 알고리즘의 수학적 배

경에대하여 간단히설명한다. 3장에서는 HHL 알고리즘의회로를설명한

다. 4장에서는 비-허미시안 행렬일 때 허미시안 행렬을 생성하는 방법과

그 특징을 설명하고 계산 복잡도를 줄이는 방법을 제안한다. 마지막으로

5장에서는 결론과 함께 논문을 마친다.

Ⅱ. HHL 알고리즘의 수학적 배경

 × 행렬 가 허미시안 행렬일 때 선형 방정식  를 살펴보
자. 양자 상태로 치환하기 위하여 벡터 와 는크기를정규화하고 각각
양자 상태 〉와 〉로 매핑한다. 행렬 는 스펙트럼 분해를 이용하면
다음 식과 같다.

   
〉〈

이때 와 〉는행렬 의고유값과 고유벡터이다. 의역행렬의고유
벡터는 행렬 와 같으며 고유값만 반전되므로 의 역행렬은 다음 식과
같다.

     
〉〈

또한 〉는 행렬 의 고유 기저  〉의 선형 결합으로 나타낼 수 있
다.

〉  
〉

그러므로 선형 방정식의 해는 아래와 같다.

〉  〉   
〉

Ⅲ. HHL 알고리즘의 회로

HHL 알고리즘의 회로는 그림 1과 같다. 크게 4개의 과정으로 나뉘며각

각의 과정은 초기값 준비, 양자 위상 추정, 고유값 전도, 복원 및 측정을

수행한다.

첫 번째 과정은 유니터리 게이트를 사용하여 양자 상태 〉를 만든다.
두 번째 과정은양자위상추정알고리즘을사용하여 행렬 의고유값을
추출한다. 이때 제어 연산자 (controlled operator)에 사용하는 연산자 
는 다음 식과 같다.
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  ≔ 
〉〈

양자 위상 추정 알고리즘을 수행한 이후 양자 상태는 아래와 같다. 
〉〉

이때는 의 비트 이진 표현 (bit binary representation)이다. 세 번
째 과정인 고유값 전도는 양자 상태의 진폭에 고유값의 정보를 전도하기

위한 과정으로 추가적인 큐비트를 사용하여 제어 회전 변환을 취하며 이

후 양자 상태는 다음 식과 같다. 
〉〉




  〉
 〉

이때 는 회전 변환 상수이다. 마지막으로양자 위상 추정의 역변환을 사
용하여고유값을 추출하였던큐비트를원래의상태로 변환시킨이후나머

지 큐비트를 측정한다. 만약 세 번째 과정에서 사용한 추가적인 큐비트의

측정값이 이라면 나머지 큐비트의 상태는 다음식과 같다. 


 〉〉
추가적으로 개의 큐비트의 측정을 통해 진폭 값을 추정하고 최종적으
로 선형 방정식의 해 를 구한다.

그림 1. 양자 위상 추정의 회로도

그림 2. 양자 역행렬 알고리즘의 회로도

Ⅳ. 비-허미시안 행렬을 위한 HHL 알고리즘

 × 행렬 가 비-허미시안 행렬일 때는 행렬 를 사용하여 × 허미시안행렬 를 구성하고벡터 와 를 사용하여 와 
를 구성한다.

    ×   ×  × †  × 
   × 

 ×      × 
 ×  

새로운 선형 방정식  가 형성되고 해 를 구하면 우리는 해 를
구할 수 있다.

예를 들어 선형 방정식      를 생각해보자. 주어진 행렬
은 비-허미시안 행렬이므로 위의 방식을 사용하여 새로운 선형 방정식


 

            

 


 




으로 변경할 수 있다. 3장에서 설명한

HHL 알고리즘을 수행한 이후 추가적인 큐비트의 측정값이 1일 때 큐비

트의 상태는 다음과 같다.

 ⋅ 〉〉〉
 ⋅ 〉〉〉

이때 와 는 각각  과  이며, 〉  는

행렬의 고유벡터이다. 마지막으로표준 기저 〉〉〉〉
로 큐비트의 상태를 정리하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 〉 〉
그러므로 우리는 선형 방정식의해를 ⋅로결정하고 선형 방
정식에 대입하여    을 찾으면서 알고리즘을 종료한다.
HHL 알고리즘은 개의 추가적인 큐비트의 측정과 개의 큐비트의 측
정으로 한 번의 결과를 얻기 위하여 총 번의 측정을 한다. 하지만
비-허미시안 행렬을위한 HHL 알고리즘은 개의큐비트 중 첫 번째 큐
비트의상태는항상 〉임을확인할수있다. 우리는이사실을이용하여
항상모든큐비트를측정할필요가없다. 첫 번째큐비트를먼저측정하여이 측정되면 오류가 발생했다고 판단할 수 있고 나머지 번의 측정을
추가로할 필요가없다. 즉 번의측정이 아닌 오직 번의 측정만으
로오류를판단할수있다. 이러한방식을반복하여결과를분석한다면계

산 복잡도를 줄일 수 있다.

Ⅴ. 결론

본 논문은 비-허미시안 행렬를 위한 HHL 알고리즘을 분석하였고 선형

방정식의구조를이용하여 측정하는큐비트의개수를줄이면서 계산복잡

도를 줄이는 방법을 제안하였다.

HHL 알고리즘의 계산 복잡도는 측정 횟수뿐만 아니라 양자 위상 추정

알고리즘에 사용하는 큐비트의 개수에도 영향을 받는다. 그러므로 두 값

의 적절한 선택으로 계산 복잡도를 줄이는 방법도 생각할 수 있다.
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